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1、概 述

数学是研究现实世界中数量关系和空间形式的科学。简单地说，就是研究

数和形的科学。

由于生活和劳动上的需求，即使是最原始的民族，也知道简单的计数，并

由用手指或实物计数发展到用数字计数。在中国，最迟在商代，即已出现用十

进制数字表示大数的方法；至秦汉之际，即已出现完满的十进位制。在 不晚于

公元一世纪的《九章算术》中，已载了只有位值制才有可能进行的开平方、开

立方的计算法则，并载有分数的各种运算以及解线性联立方程组的方法，还引

入了负数概念。

刘徽在他注解的《九章算术》中，还提出过用十进制小数表示无理数平方

根的奇零部分，但直至唐宋时期(欧洲则在 16 世纪斯蒂文以后)十进制小数才获

通用。在这本著作中，刘徽又用圆内接正多边形的周长逼近圆周长，成为后世

求圆周率 的一般方法。

虽然中国从来没有过无理数或实数的一般概念，但在实质上，那时中国已

完成了实数系统的一切运算法则与方法，这不仅在应用上不可缺，也为数学初

期教育所不可少。至于继承了巴比伦、埃及、希腊文化的欧洲地区，则偏重于

数的性质及这些性质间的逻辑关系的研究。早在欧几里得的《几何原本》中，

即有素数的概念和素数个数无穷及整数惟一分解等论断。古希腊发现了有非分

数的数，即现称的无理数。16 世纪以来，由于解高次方程又出现了复数。在近

代，数的概念更进一步抽象化，并依据数的不同运算规律，对一般的数系统进

行了独立的理论探讨，形成数学中的若干不同分支。

开平方和开立方是解最简单的高次方程所必须用到的运算。在《九章算术》

中，已出现解某种特殊形式的二次方程。发展至宋元时代，引进了“天元”(即

未知数)的明确观念，出现了求高次方程数值解与求多至四个未知数的高次代数

联立方程组的解的方法，通称为天元术与四元术。与之相伴出现的多项式的表

达、运算法则以及消去方法，已接近于近世的代数学。

在中国以外，九世纪阿拉伯的花拉米子的著作阐述了二次方程的解法，通

常被视为代数学的鼻祖，其解法实质上与中国古代依赖于切割术的几何方法具

有同一风格。中国古代数学致力于方程的具体求解，而源于古希腊、埃及传统

的欧洲数学则不同，一般致力于探究方程解的性质。

16 世纪时，韦达以文字代替方程系数，引入了代数的符号演算。对代数方

程解的性质进行探讨，是从线性方程组引出的行列式、矩阵、线性空间、线性

变换等概念与理论的出现；从代数方程导致复数、对称函数等概念的引入以至

伽罗华理论与群论的创立。而近代极为活跃的代数几何，则无非是高次联立代

数方程组解所构成的集合的理论研究。
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早在欧几里得的《几何原本》中，即有素数的概念和素数个数无穷及整数

惟一分解等论断。古希腊发现了有非分数的数，即现称的无理数。16 世纪以来，

由于解高次方程又出现了复数。在近代，数的概念更进一步抽象化，并依据数

的不同运算规律，对一般的数系统进行了独立的理论探讨，形成数学中的若干

不同分支。

开平方和开立方是解最简单的高次方程所必须用到的运算。在《九章算术》

中，已出现解某种特殊形式的二次方程。发展至宋元时代，引进了“天元”(即

未知数)的明确观念，出现了求高次方程数值解与求多至四个未知数的高次代数

联立方程组的解的方法，通称为天元术与四元术。与之相伴出现的多项式的表

达、运算法则以及消去方法，已接近于近世的代数学。

在中国以外，九世纪阿拉伯的花拉米子的著作阐述了二次方程的解法，通

常被视为代数学的鼻祖，其解法实质上与中国古代依赖于切割术的几何方法具

有同一风格。中国古代数学致力于方程的具体求解，而源于古希腊、埃及传统

的欧洲数学则不同，一般致力于探究方程解的性质。

16 世纪时，韦达以文字代替方程系数，引入了代数的符号演算。对代数方

程解的性质进行探讨，是从线性方程组引出的行列式、矩阵、线性空间、线性

变换等概念与理论的出现；从代数方程导致复数、对称函数等概念的引入以至

伽罗华理论与群论的创立。而近代极为活跃的代数几何，则无非是高次联立代

数方程组解所构成的集合的理论研究。

形的研究属于几何学的范畴。古代民族都具有形的简单概念，并往往以图

画来表示，而图形之所以成为数学对象是由于工具的制作与测量的要求所促成

的。规矩以作圆方，中国古代夏禹泊水时即已有规、矩、准、绳等测量工具。

《墨经》中对一系列的几何概念，有抽象概括，作出了科学的定义。《周

髀算经》与刘徽的《海岛算经》给出了用矩观测天地的一般方法与具体公式。

在《九章算术》及刘徽注解的《九章算术》中，除勾股定理外，还提出了若干

一般原理以解决多种问题。例如求任意多边形面积的出入相补原理；求多面体

的体积的阳马鳖需的二比一原理(刘徽原理)；5 世纪祖(日恒)提出的用以求曲

形体积特别是球的体积的“幂势既同则积不容异”的原理；还有以内接正多边

形逼近圆周长的极限方法(割圆术)。但自五代(约 10 世纪)以后，中国在几何学

方面的建树不多。

中国几何学以测量和计算面积、体积的量度为中心任务，而古希腊的传统

则是重视形的性质与各种性质间的相互关系。欧几里得的《几何原本》，建立

了用定义、公理、定理、证明构成的演绎体系，成为近代数学公理化的楷模，

影响遍及于整个数学的发展。特别是平行公理的研究，导致了 19 世纪非欧几

何的产生。

欧洲自文艺复兴时期起通过对绘画的透视关系的研究，出现了射影几何。

18 世纪，蒙日应用分析方法对形进行研究，开微分几何学的先河。高斯的曲面

论与黎曼的流形理论开创了脱离周围空间以形作为独立对象的研究方法；19 世

纪克莱因以群的观点对几何学进行统一处理。此外，如康托尔的点集理论，扩
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大了形的范围；庞加莱创立了拓扑学，使形的连续性成为几何研究的对象。这

些都使几何学面目一新。

在现实世界中，数与形，如影之随形，难以分割。中国的古代数学反映了

这一客观实际，数与形从来就是相辅相成，并行发展的。例如勾股测量提出了

开平方的要求，而开平方、开立方的方法又奠基于几何图形的考虑。二次、三

次方程的产生，也大都来自几何与实际问题。至宋元时代，由于天元概念与相

当于多项式概念的引入，出现了几何代数化。

在天文与地理中的星表与地图的绘制，已用数来表示地点，不过并未发展

到坐标几何的地步。在欧洲，十四世纪奥尔斯姆的著作中已有关于经纬度与函

数图形表示的萌芽。十七世纪笛卡尔提出了系统的把几何事物用代数表示的方

法及其应用。在其启迪之下，经莱布尼茨、牛顿等的工作，发展成了现代形式

的坐标制解析几何学，使数与形的统一更臻完美，不仅改变了几何证题过去遵

循欧几里得几何的老方法，还引起了导数的产生，成为微积分学产生的根源。

这是数学史上的一件大事。

在十七世纪中，由于科学与技术上的要求促使数学家们研究运动与变化，

包括量的变化与形的变换(如投影)，还产生了函数概念和无穷小分析即现在的

微积分，使数学从此进入了一个研究变量的新时代。

十八世纪以来，以解析几何与微积分这两个有力工具的创立为契机，数学

以空前的规模迅猛发展，出现了无数分支。由于自然界的客观规律大多是以微

分方程的形式表现的，所以微分方程的研究一开始就受到很大的重视。

微分几何基本上与微积分同时诞生，高斯与黎曼的工作又产生了现代的微

分几何。19、20 世纪之交，庞加莱创立了拓扑学，开辟了对连续现象进行定性

与整体研究的途径。对客观世界中随机现象的分析，产生了概率论。第二次世

界大战军事上的需要，以及大工业与管理的复杂化产生了运筹学、系统论、控

制论、数理统计学等学科。实际问题要求具体的数值解答，产生了计算数学。

选择最优途径的要求又产生了各种优化的理论、方法。

力学、物理学同数学的发展始终是互相影响互相促进的，特别是相对论与

量子力学推动了微分几何与泛函分析的成长。此外在 19 世纪还只用到一次方程

的化学和几乎与数学无缘的生物学，都已要用到最前沿的一些数学知识。

十九世纪后期，出现了集合论，还进入了一个批判性的时代，由此推动

了数理逻辑的形成与发展，也产生了把数学看作是一个整体的各种思潮和数学

基础学派。特别是 1900 年，德国数学家希尔伯特在第二届国际数学家大会上的

关于当代数学重要问题的演讲，以及三十年代开拓的，以结构概念统观数学的

法国布尔巴基学派的兴起，对二十世纪数学的发展产生了巨大、深远的影响，

科学的数学化一语也开始为人们所乐道。

数学的外围向自然科学、工程技术甚至社会科学不断渗透扩大并从中吸取

营养，出现了一些边缘数学。数学本身的内部需要也孽生了不少新的理论与分

支。同时其核心部分也在不断巩固提高并有时作适当调整以适应外部需要。总

之，数学这棵大树茁壮成长，既枝叶繁茂又根深蒂固。
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在数学的蓬勃发展过程中，数与形的概念不断扩大且日趋抽象化，以至于

不再有任何原始计数与简单图形的踪影。虽然如此，在新的数学分支中仍有着

一些对象和运算关系借助于几何术语来表示。如把函数看成是某种空间的一个

点之类。这种做法之所以行之有效，归根结底还是因为数学家们已经熟悉了那

种简易的数学运算与图形关系，而后者又有着长期深厚的现实基础。而且，即

使是最原始的数字如 1、2、3、4，以及几何形象如点与直线，也已经是经过人

们高度抽象化了的概念。因此如果把数与形作为广义的抽象概念来理解，则前

面提到的把数学作为研究数与形的科学这一定义，对于现阶段的近代数学，也

是适用的。

由于数学研究对象的数量关系与空间形式都来自现实世界，因而数学尽

管在形式上具有高度的抽象性，而实质上总是扎根于现实世界的。生活实践与

技术需要始终是数学的真正源泉，反过来，数学对改造世界的实践又起着重要

的、关键性的作用。理论上的丰富提高与应用的广泛深入在数 学史上始终是相

伴相生，相互促进的。

但由于各民族各地区的客观条件不同，数学的具体发展过程是有差异的。

大体说来，古代中华民族以竹为筹，以筹运算，自然地导致十进位值制的产生。

计算方法的优越有助于对实际问题的具体解决。由此发展起来的数学形成了一

个以构造性、计算性、程序化与机械化为其特色，以从问题出发进而解决问题

为主要目标的独特体系。而在古希腊则着重思维，追求对宇宙的了解。由此发

展成以抽象了的数学概念与性质及其相互间的逻辑依存关系为研究对象的公理

化演绎体系。

中国的数学体系在宋元时期达到高峰以后，陷于停顿且几至消失。而在欧

洲，经过文艺复兴、宗教革命、资产阶级革命等一系列的变革，导致了工业革

命与技术革命。机器的使用，不论中外都由来已久。但在中国，则由于明初被

帝王斥为奇技淫巧而受阻抑。

在欧洲，则由于工商业的发展与航海的刺激而得到发展，机器使人们从繁

重的体力劳动中解放出来，并引导到理论力学和一般的运动和变化的科学研究。

当时的数学家都积极参与了这些变革以及相应数学问题的解决，产生了积极的

效果。解析几何与微积分的诞生，成为数学发展的一个转折点。17 世纪以来数

学的飞跃，大体上可以看成是这些成果的延续与发展。

20 世纪出现各种崭新的技术，产生了新的技术革命，特别是计算机的出现，

使数学又面临一个新时代。这一时代的特点之一就是部分脑力劳动的逐步机械

化。与 17 世纪以来数学之以围绕连续、极限等概念为主导思想与方法不同，由

于计算机研制与应用的需要，离散数学与组和数学开始受到重视。

计算机对数学的作用已不限于数值计算，符号运算的重要性日趋明显(包括

机器证明等数学研究)。计算机还广泛应用于科学实验。为了与计算机更好地配

合，数学对于构造性、计算性、程序化与机械化的要求也显得颇为突出。代数

几何是一门高度抽象化的数学，最近出现的计算性代数几何与构造性代数几何

的提法，即其端倪之一。总之，数学正随着新的技术革命而不断发展。
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早在欧几里得的《几何原本》中，即有素数的概念和素数个数无穷及整数

惟一分解等论断。古希腊发现了有非分数的数，即现称的无理数。

16 世纪以来，由于解高次方程又出现了复数。在近代，数的概念更进一步

抽象化，并依据数的不同运算规律，对一般的数系统进行了独立的理论探讨，

形成数学中的若干不同分支。

开平方和开立方是解最简单的高次方程所必须用到的运算。在《九章算术》

中，已出现解某种特殊形式的二次方程。发展至宋元时代，引进了“天元”(即

未知数)的明确观念，出现了求高次方程数值解与求多至四个未知数的高次代数

联立方程组的解的方法，通称为天元术与四元术。与之相伴出现的多项式的表

达、运算法则以及消去方法，已接近于近世的代数学。

在中国以外，九世纪阿拉伯的花拉米子的著作阐述了二次方程的解法，通

常被视为代数学的鼻祖，其解法实质上与中国古代依赖于切割术的几何方法具

有同一风格。中国古代数学致力于方程的具体求解，而源于古希腊、埃及传统

的欧洲数学则不同，一般致力于探究方程解的性质。

16 世纪时，韦达以文字代替方程系数，引入了代数的符号演算。对代数方

程解的性质进行探讨，是从线性方程组引出的行列式、矩阵、线性空间、线性

变换等概念与理论的出现；从代数方 程导致复数、对称函数等概念的引入以至

伽罗华理论与群论的创立。而近代极为活跃的代数几何，则无非是高次联立代

数方程组解所构成的集合的理论研究。形的研究属于几何学的范畴。古代民族

都具有形的简单概念，并往往以图画来表示，而图形之所以成为数学对象是由

于工具的制作与测量的要求所促成的。规矩以作圆方，中国古代夏禹泊水时即

已有规、矩、准、绳等测量工具。

《墨经》中对一系列的几何概念，有抽象概括，作出了科学的定义。《周

髀算经》与刘徽的《海岛算经》给出了用矩观测天地的一般方法与具体公式。

在《九章算术》及刘徽注解的《九章算术》中，除勾股定理外，还提出了若干

一般原理以解决多种问题。例如求任意多边形面积的出入相补原理；求多面体

的体积的阳马鳖需的二比一原理(刘徽原理)；5 世纪祖(日恒)提出的用以求曲

形体积特别是球的体积的“幂势既同则积不容异”的原理；还有以内接正多边

形逼近圆周长的极限方法(割圆术)。但自五代(约 10 世纪)以后，中国在几何学

方面的建树不多。


